Mergulho de variedade classicas —
uma introducao e aplicacoes
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RESUMO

A ideia do trabalho € apresentar uma breve introducéo de estudos de mer-
gulhos do circulo o toro - S X S, explicando o conceito de mergulho

em variedades (superficies generalizadas) de curvas simples, exibindo sua
riqueza e importancia em matematica e em fisica com apresentacédo formal
de algumas aplicacdes. O objetivo principal é apresentar essa brilhante e
rica pagina da matematica com muitas ilustracdes para motivar o leitor e
pesquisador interessado em pesquisas matematicas a aprofundar-se nesse
excitante e fervilhante campo!

1. INTRODUCAO: O QUE E CURVA?

Quando pegamos a ponta de um lapis e desenhamos uma linha
gualquer sobre a superficie de um ovo, estaremos representando exatamen-
te os conceitos aqui abordados nessa leifuliaha tracada sobre avo é
uma curva questa imersanuma superficie bidimensional fechada, cha-
mada ovoide (ovo). Que em matematica costumamos chamar de uma vari-
edade diferenciavel.

A observacéo das propriedades que entes mateméaticos conhecidos
como curvas, superficies e variedades e, suas inusitadas relacdes, permitem
construir todo um ramo da Matematica qgue chamamos de topologia, nome
dado pelo matematico S. Lefschetz. Onde se apresenta atualmente, em
pleno desenvolvimento e com variadas aplicagdes.

2.UM BREVE HISTORICO
(extraido de Sampaio,J.C. ;Y Topicos deTopologia Intuitiva, X Encontro
Brasileiro deTopologia, 1996)
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A Topologia comegou a ser reconhecida como éarea distinta da Matemética no inicio do
século 20 e seu grande desenvolvimento comegou na década de 1930. Tem sido uma érea de
muito desenvolvimento e tem influenciado muitas outras areas da matematica. Ela comeca em
resposta a certas necessidades dentro da Andlise. E uma espécie de "geometria ristica". As
idéias da Topologia tem penetrado quase todas as dreas da matemética e na maioria dessas
aplicagoes ela fornece ferramentas e conceitos para provar certas proposigoes basicas conhecidas
altas. O primeiro aspecto, normalmente chamado Topologia Geral (point set topology), foi
fundamentada por F. Hausdorff e outros no periodo 1900-1910. A compatibilizagao dos dois
aspectos, geral e combinatéria, foi estabelecida primeiro por L. E. J. Brouwer, quando o mesmo
desenvolveu o conceito de dimensao e depois, definitivamente, por J. W. Alexander, P. L.
Alexandrov e S. Lefschetz no periodo 1915-1930. Até este periodo, Topologia era conhecida por
"Analisys Situs". Foi S. Lefschetz quem primeiro popularizou o nome Topologia.
algébrico, foi iniciado nos anos 1890 por H. Poincaré estudando calculo integral em dimensdes

3. ALGUNS CONCEIT OS BASICOS

(a) Curvas regulares

Uma curva regular € um conjunto unidimensional C que é
suave (que ndo tem quinas) em todos 0s seus pontos. , isto €, uma curva
€ uma aplicacdo continua cujo dominio éintarvalo. Mais
precisamentesejal um intervalo de niumeros reais. Entdo em ¥ue
um espaco topoldgico (um conjunto de ponto no espaco) umaicarva
uma fungéo continug : | = X. Por vezes também se chama curva a
imagem dessa aplicacao.

E conveniente ampliarmos o conceito de curva. bunga suave
por partes é uma unido finita de curvas orientadas em que a extremidade
do primeiro ponto coincide com a origem do segundo, e assim
sucessivamente.

Em topologia, uma curva é uma aplicacdo continua cujo dominio é
um intervalo. Mais precisamente, seja um intervalo de nimeros reais (isto
€, um conexo subconjunto ndo vazidkjeEntdo uma curva € uma funcéo
continua , em que é um espaco topoldgico. Por vezes também se chama
curva a imagem dessa aplicagao.

(b) A curvay é dita ser simples, ou urcarva de Jodan, se ela
€ injetiva, ou seja, se para toxloy, eml, tem-sey(X) =y(y) => x =y. Se
| € um intervalo fechado [a,b], também é permitida a possibilidade de que
v(a) = y(b). Tal convencédo torna possivel falar sobre curvas simples
“fechadas”.
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(c) Superficies Regulares
Uma superficie (regular) S € um conjunto bidimensional que é suave
em todos os seus pontos. Em particulados trés pontos,ip,, p, 0 S, 0
plano determinado por estes pontos tem uma posi¢ao limite quapgde p
p, tendem para um pontop S, de um modo qualquer

Curva regular

Figura 1

(d) Variedades Diferenciavel

A nocao devariedade difeenciavelformaliza o conceito de um
espacoE, que localmente é como um espaco euclidiano, quer do ponto de
vista topologico, quer do ponto de vista da sua estrutura diferenciavel. Esta
nocdo € uma abstracdo das noc¢Bes usuais de curva e superficiddem R
Geometria Diferencial ocupa-se do estudodagedades dif@nciaveis
Veremos que, por um lado, muitas das constru¢des da analise infinitesimal
(i.e., do Célculo) podem ser estendidas do espaco euclidiano a qualquer
variedade. Por outro lado, a analise global em variedades requer técnicas e
métodos novos, e mesmo as questdes mais elementares resultam muitas
vezes em problemas em aberto.

Recordemos que“Rlesigna o espaco euclidiano de dimenséo d.
Vamos adotar a convencgédo de designar também, jidrR¢ a funcéo
coordenada i. Um espaco localmente euclidiano de dimenséo de um espaco
topolégico M em que cada pontdp M possui uma vizinhanca U M
homeomorfa a um aberto dé. R
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4. EXEMPLOS DE SUPERFICIES FECHADAS EM R3 (ou $) oU
SIMPLESMENTE DE VARIEDADES

Normalmente, as superficies mais simples conhecidas, sdo super-
ficies orientaveis e mergulhadas efn R

=

Figura 2 - Observe que o “lado de dentro” das superficies sdo “algas”.

4.1 Elementos béasicos das variedades

- Caracteristica de Eulery

Define-se a Caracteristica de Euler de uma superficie compacta
S pory(S) = nimero de vértices - nimero de arestas + niumero de faces
(M =V -A +F), obtidos de qualquer triangulacdo de S. Prova-se que este
numeroy(S) ndo depende da triangulacdo (s6 depende da classe e
homeomorfismo da superficie), istq@) é um invariante topolégico e é
usado para distinguir as superficies acima descritas.

x(S)=V-A+F
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- Curvatura K:

Intuitivamente, definimos que conmoirvatura de Gausde um
ponto sobre uma superficie & o produto das curvaturas pringipais, do
ponto dado. E uma medid#@rinsecade curvatura, i.e., seu valor depende
somente de como as distancias sdo medidas sobre a superficie, nao da ma-
neira como estéo imersas no espaco.

K= KK,

- Genus (alcas)

O numero dealcasé chamado degenus da superficieA esfera
S’ tem genus zero e o toro tem genus 1.

Observe que uma esfera com alcas, colocada como descrito nos
desenhos, tem lado de dentro e lado de fora. Superficies com esta propriedade
sdo ditas orientaveids esferas com algas sdo bastante gerais, no seguinte
sentido: dada uma superficie fechada e orientavel qualguedaSé
homeomorfa (deformével) numa esfera com alcas. Portanto, uma superficie
fechada e orientavel M2 fica caracterizada pelo seu gen§)segit@ uma
relacdo muito simples entre 0 genus e a caracteristica de Euler numa
superficie, que é:

x(S) =2 -29(3).

Vemos dai que(S?) é sempre par para superficies fechadas e
orientaveis e também que podemos obtef) B funcdo dg(S) :
29(S) = 1-x(H)/2:

Percebemos ainda, que o numeroy{&) determina o tipo de
superficie: pelo que vimos acimv@riando-se a superficié, ® genug (S,
pode assumir qualquer valor par menor ou igual a 2. lsto &

Figura 3 - Fonte:Antonio Conde (USP).
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- Fins (Pontos ausentes na superficie)

De modo um pouco informal, podemos definir com fins em uma
superficie a0 nUmero de pontos que retiramos dessa superficie, tal definicdo
s6 faz sentido quando utilizamos equivalentes topolégicos. Por exemplo, dize-
mos que um plano é topologicamente equivalente a uma superficie esférica
menos um ponto. (o ponto do pdlo norte), fazendo uso da imaginacao.

Figura 4

Teorema de Gauss-Bonn@torema da estrutura conforme): Dada
uma superficie fechada § B integral da curvatura gaussiana em S depende
apenas do tipo topolégico deiStp€, o valor do seu genus e, é dada por:

deA = 2mx(5)
5

5. MERGULHOS (S'mT2)

Abordaremos agora a questao dos mergulhos. Neste item a clas-
sificacdo de certos mergulhos do circ8ldnés), ou reunido disjunta de
varios circulos (enlagamentos) erhd® S.. N&o é preciso discutir sobre a
existéncia destes mergulhos, pois existe pelo menos o mergulho padréo,
dado por:

S = {f(cos (u); sen(u); 0) OR3 come O[0; 2r)},

ou se pretendemos ver o mergulho como uma funcao definimos f:
St->T2 porf(u) = (coqu); ser(u); 0). Neste caso estamos olharg@@om
o intervalo [Q 2r] onde idetificamos 0s seus extremos, outras vezes olha-
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remosS' como o circulo unitario nos complexos, isto € um ponto sera da
formae’. Estaremos também olhan8bcomo a compactificacéo dé R

é facil ver que existe uma bije¢&do natural entre os mergulhos (“mansos” —
sem muitos nés) do circulo eshe em R,

sen(a) ¢7------ IP(a)
E cos(a): abscissa de P
2 3 sen(a): ordenada de P
cos(a) P(cos(ar), sen(a))

httR://omatematidoeadt.blogspot.com/

5.1 Exemplos de Mergulho (8 T?)

Vamos apresentar de forma muito resumida o estudo dgs-mer
Ihos do circuldSl no toroT? = S X S'. Neste caso temos resultados com-
pletos e néo triviais e a referénci®&élfsen (1976).

Figura 5 - Fonte: http://wwwforexfactorycom/showthread.ph
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6. ALGUMAS APLICAGOES

Al. Em Fisica- Bobinas &®ros (campos magnéticos)
Em 1820,Hans Oerstediescobriu que uma agulha de bussola,
gue é magnética, é desviada quando colocada perto de uma corrente elétrica.
Cargas elétricas produzem campo elétricoargas elétricas em
movimento (corrente) produzem campo magnético.
O campo magnético dB no poroproduzido por uma corrente
| através do comprimento ds do fio €

Equacéo | campo magnético total serd: Equacéo I
— e - —~ I cdsxe
dB = Po 1858, B=[dp=to" [B2%
4 7 4n r

Em volta de um fio (curva) transportando uma corrente, as linhas
do campo magnético formam circulos em torno do fio. Se imaginarmos que
esse fio esteja irmesa na superficie de um toro a composicao e forma do
campo magnético gerado pelo fio condutor de energia eletrica, apresenta
calculos bastante elaborados na sua determinécfigura 6 abaixo,
apresenta o fio enrolado na sobre o toro. (Figura 6)
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A curva acima parametrizada nas coordenadas locais do toro ,pode
ser gerada a partir da solucéo da integral da equacéo Il acima, que conside-
ramos parametros convenientes para sua determinacao. Uma solucao apre-
sentada por Ricca em 1995 , Ricca - 1995) é exibida a seguir:

r—ro+€kr8m[() +ﬂ] |
=t ()= [G)a]
v @] <[ 28]

A curva imersa no toro, isto € o torp, Japresenta uma belissima
figura, cuja utilidade em fisica e engenharia é incomensuravel.

M p—

A2. Superficies minimas- Mergulhos [{§ ) r T?)]

Uma superficie que tem superficie média zero em todos 0s seus
pontos é chamada unsaperficie minima

Exemplo Superficie de Costa

Figura 7 - http://es.encydia.com/fr/Superficie_de_Costa
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O mergulho da curvat$né Txy) nessa superficie minima parece
representar um grande desafio matematico e € uma problema ainda nao
resolvido.

A3. Superficies complicadas - Determinacdo de &reas (Biologia)

Vista em perspectiva de dois pontos, de uma superficie complicada.
O tamanho desta superficie pode ser estimado pelo numero de interse¢des
com a retaVer em Fischmeister (1967)

CONCLUSOES

Como afirmamaos no inicio desse ensaio, o objetivo era fazer um
percurso atento por uma das paginas mais ricas sobre a evolugédo dos con-
ceitos relacionadosTpologia, entendida aqui como um ramo da matema-
tica. As muitas ilustracBes apresentadas, servem para motivar o leitor e
pesquisadorinteressado em pesquisar mais profundamente os conceitos
expostosAlém de alguns exemplos nas areas de fisica pontuados durante
esse excitante e fervilhante campo.
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